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Rekurencja

Recursion

See “Recursion’.
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Rekurencja

Recursion

If you still don't get it, see “Recursion”
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Silnia

n=1-2-

silnia(i) = {1

i=1

silnia(i — 1) - i

W p.p.
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Silnia

n=1-2-...-n

1 i=1
silnia(i) =<~ . . )
silnia(i — 1) -i w p.p.
Rozwiagzanie rekurencyjne
def silnia(n):
if n==1:
return 1
else:
return silnia(n—1)%n
[m] = =
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Liczby Fibonacciego

Fo=0
F =
Fn: n—1+Fn—2

Rozwiazanie rekurencyjne

def fib(n):
if n<2:
return n
else:
return fib(n—1)+fib(n—2)
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Wieze Hanoi

Jak przenies¢ krazki z lewego stosu na prawy, jezeli wolno je przenosi¢ po
jednym i nie wolno ktas¢ wiekszego na mniejszym?
P. Daniluk(Wydziat Fizyki)

WP w. VIII




Wieze Hanoi

Rozwigzanie

def move(n, f, t, h):
if n==1:
move one(f, t)
else:
move(n—1, f, h, t)
move one(f, t)
move(n—1, h, t, f)
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lle kosztuje rekurencja?

Niech H, bedzie liczba przeniesien w przypadku z n krazkami.

Hn+1 = 2H,-, -+ 1

H =1
Hy=2H+1=3
Hy =7
Hy =15
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lle kosztuje rekurencja?

Niech H, bedzie liczba przeniesien w przypadku z n krazkami.

Hn+1 = 2H,-, -+ 1

H =1
Hy=2H+1=3
Hy =7
Hy =15

H,=2"-1

Lepiej sie nie da.
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lle kosztuje rekurencja?

Niech T, bedzie liczba dodawan potrzebnych do obliczenia £ib(n).

Tn+1 =Th+ Th1+1

Ti23.. =0,0,1,2,4,7,12,20,33,54,87, ...
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lle kosztuje rekurencja?

Niech T, bedzie liczba dodawan potrzebnych do obliczenia £ib(n).

Tn+1 =Th+ Th1+1

T123,..=0,0,1,2,4,7,12,20, 33,54,87,

Fip3..=1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,88, ..

1
T=f-i=| Zrg]
1+46
7T
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lle kosztuje rekurencja?

Wiemy, ze wystarczy dla F,, wystarczy n — 2 dodawan.

Fp=

n—1+1
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Czy mozna poprawi¢ funkcje fib?

Woystarczy zapamietywac¢ obliczone liczby.

fib_list=[0,1]

def fib(n):
if len(fib_list)>n:
return fib_ list[n]
else:
res=fib (n—2)+fib(n—-1)
fib_list.append(res)
return res
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Rekurencja ogonowa

Ostatnia operacja funkcji rekurencyjnej jest wywotanie samej siebie lub
zwrécenie wyniku.

Przyktad albo

def f(i): def f(i):
k=foo (i) k=foo (i)
return f(k) res=f (k)

return res

Tak nie

def f(i):
k=foo (i)

return f(k)+1
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Rekurencja ogonowa
Zwykta

def silnia(n):
if n==1: return 1

return silnia(n—1)%n

Ogonowa

def sil(n, acc):

if n==1: return acc
return sil(n—1, nxacc)

def silnia(n):
return sil(n, 1)

o’
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Rekurencja ogonowa

Zwykta

Wywotaj silnia(3)
Wywolaj silnia(2)
Wywotaj silnia(1)
Wywolaj silnia(0)
Zwréc 1

Ogonowa

Wywolaj silnia(3)
Wywotaj sil(3,1)
Zastap argumenty (3,1) przez (2,3), skocz na poczatek sil
Zastap argumenty (2,3) przez (1,6), skocz na poczatek sil

Zastap argumenty (1,6) przez (0,6), skocz na poczatek sil
Zwr6¢ 6 jako wynik
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Konwersja na petle
Przed
def f(par, res):
if done(par):
return res

par, res=one step(par

f(par, res)

res)

Po

def f(par, res):
while not done(par):

par, res=one step(par,

return res

res)

y
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Dziel i zwyciezaj

@ Podziat problemu na 2 lub wiecej czesci
© Rozwiazanie kazdej z czesci niezaleznie

© Scalenie rozwiagzan czesci w rozwigzanie problemu pierwotnego

Kazdy z podprobleméw rozwigzywany jest ta sama metoda. J
Naturalna implementacja przy pomocy rekurencji. J
Hanoi

@ Podziat: Hanoi(n, f, t, h) — Hanoi(n-1, f, h, t), Hanoi(n-1, h, t, f)
@ Scalenie: Hanoi(n-1, f, h, t), f — t, Hanoi(n-1, h, t, f)
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Mergesort

Scalanie dwéch posortowanych list

Ly, Ly — scalane listy L — lista wynikowa
O jezeli Ly i Ly niepuste
niech a i b beda odpowiednio pierwszymi elementami Ly i Lo
jezeli a < b usuh a z Ly i dopisz na koniec L
jezeli a > b usuh b z L, i dopisz na koniec L
skocz do 1

@ dopisz niepusta liste do L

Scalenie list o tacznej dtugosci N wymaga co najwyzej N — 1 poréwnan i N
przepisan.

P. Daniluk(Wydziat Fizyki) WP w. VIII Jesien 2013 17 / 27



Mergesort c.d.

Sortowanie przez scalanie
O podziel liste na dwie listy o réwnej dfugosci
@ posortuj listy oddzielnie

© scal posortowane listy

Czas potrzebny na posortowanie listy dtugosci N:

T1=0
T,,Z2Tg—|—n
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Mergesort c.d.

Zatézmy, ze n = 2k:

Ostatecznie:

Sk:Tn
So=0

Sk =251+ A

Si = k2k
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Liczby Fibonacciego

tatwo zauwazy¢

Foy1) (1 1 [Fs

F, )] \1 0 Fn1
Far1 Fn ) _ (1 1\ ( Fn  Foox) _
Fn Fn—l 10 Fn—l Fn—2

1 N\"YR R\ (1 1)
~\1 0 F FR) \10
(Fn+m+1 Fn+m ) _ (Fn—}—l Fn ) (Fm-l—l Fm )
Fn+m Fn+m—1 Fn Fn—l Fm Fm—l
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Liczby Fibonacciego c.d.

(F2n—|—1 F2n):(Fn+1 Fn)(Fn+1 Fn>
F2n F2n—1 Fn Fn—l Fn Fn—l

Ostatecznie

Fany1 = Fpiy + Fy
Fan = 2Fns1Fn— F7

Algorytm obliczania F,
(1) obliczyé FL%J+1 i FL%J

@ zastosowaé wzory
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Liczby Fibonacciego c.d.

Czas obliczen

T1=0

Topn=Th+1

T, =logyn
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Zadanie 1 — labirynt

Labirynt jest zdefiniowany na prostokatnej planszy o rozmiarze n na m pél.
Pole moze by¢ oznaczone jako korytarz lub sciana. Dozwolone jest
przechodzenie pomiedzy majacymi wspdlny bok polami korytarza. Napisz
program rozstrzygajacy, czy w zadanym labiryncie istnieje droga pomiedzy
wskazanymi polami.

Wskazéwka

Labirynt w Pythonie mozna zaimplementowac jako liste list. Np.:

map=[[0,0,1,1,1,0,0,0],

[1,1,1,0,1,0,1,1],
[0,0,0,1,1,0,1,0],
[0,0,0,1,1,1,1,0]]

P. Daniluk(Wydziat Fizyki) WP w. VIII Jesien 2013 23 /27



Zadanie 2 — wyszukiwanie binarne

zastosowaniem rekurencji.

Zaimplementuj algorytm wyszukiwania binarnego w posortowanej liscie z

J
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Zadanie 3 — Quicksort

Sortowanie szybkie polega na rozdzieleniu sortowanej listy na dwie:
zawierajaca elementy mniejsze od pewnego wybranego i zawierajaca
elementy pozostate. Obie listy sortowane s3 niezaleznie, a nastepnie
nastepuje ich ztaczenie. Caty proces mozna (i nalezy) przeprowadzi¢ w

miejscu stosujac do rozdzielania algorytm analogiczny do uzytego w
zadaniu o fladze polskie;.
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Zadanie 4 — wieze Hanoi z ograniczeniami

Napisz program tworzacy sekwencje ruchéw w problemie wiez Hanoi przy
zatozeniu, ze nie wszystkie ruchy sa dozwolone. Przykfadowo, jezeli
zakazany jest ruch z A na C, konieczne jest przenoszenie krazka z A na B,

a nastepnie z B na C.
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Strona wyktadu

http://bioexploratorium.pl/wiki/Wstep do_programowania
3z
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