Wstep do programowania

Ztozonos¢ obliczeniowa, poprawnos¢ programéw

Pawet Daniluk
Wydziat Fizyki

Jesien 2013

ER
S *s;,)
N <

=

P. Daniluk(Wydziat Fizyki)

WP w. XII

N



Ztozonos¢ obliczeniowa

Problem
lle czasu zajmuje wykonanie programu/algorytmu?

Czas zalezy od

@ zastosowanego algorytmu

@ jakosci implementacji

@ danych wejsciowych

@ jezyka programowania, kompilatora/interpretera

@ wydajnosci maszyny

Co wtasciwie nalezy mierzy¢, aby miarodajnie poréwnywac algorytmy? J
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Ztozonos¢ obliczeniowa

Zatézmy, ze maszyna wykonuje operacje Oy, Os, ..., O, a t; to czas
wykonania pojedynczej operacji. Czas pracy programu na danych D:

T(D) = Nl(D)tl + N2(D)1.'2 GF oo qF Nk(D)tk

Warto przyja¢ pewne uproszczenia. )

Niech T bedzie funkcja rozmiaru danych (n = s(D)). Mamy wtedy rézne
rodzaje ztozonosci obliczeniowej (D(n) — zbiér zestawéw danych
wejsciowych o rozmiarze n):

@ pesymistyczna — T(n) = maxpep(ny T(D)
@ srednia (oczekiwana) — T(n) = Wln)l ZDGD(n) T(D)
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Notacja asymptotyczna

Wydajnos¢ procesoréw podwaja sie co péttora roku (prawo Moore'a).
Czasy wykonywania pojedynczych operacji nie maja istotnego znaczenia.

f(n) = O(g(n)) <= Jes0f (1) < cg(n) J
Przyktady
2n = 0O(n)
30 4+ n+3=0(n?)
log, n = O(logy n)
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Notacja asymptotyczna — caveat emptor

Dla matych n algorytm asymptotycznie bardziej kosztowny moze byé¢
wydajniejszy.

Przyktad

n+20 = 0(n?)
ale:
2420 > 22
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Przyktad — wyszukiwanie

Liniowe

Nalezy przebiec kolejno wszystkie elementy, az do znalezienia wymaganego.

@ ztozonos$¢ pesymistyczna n = O(n) — ostatni element jest
poszukiwanym

o ztozonos¢ srednia 5 = O(n) — przy zatozeniu, ze poszukiwany element

moze by¢ z jednakowym prawdopodobienstwem na kazdej pozycji

Binarne

Ztozono$¢ dana réwnaniem rekurencyjnym:
T(n)=14T(n/2)

T(n) = O(log n)
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Przyktad — sortowanie

BubbleSort

QuickSort

HeapSort
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Poprawnos¢ programéw

Program jest czeSciowo poprawny, jezeli daje poprawne wyniki, o ile sie
konczy.

Program jest w petni poprawny, jezeli jest czesciowo poprawny i obliczenie
konczy sie dla dowolnych danych.

Uwaga
Program

while True:
skip

jest czesciowo poprawny niezaleznie od rozwigzywanego problemu.
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Dowodzenie/badanie poprawnosci

Sposoby
@ dowdd poprawnosci algorytmu
@ formalny dowéd poprawnosci programu

o testy (eksperyment)

e “To wida¢!”

@ poprawnos$¢ algorytmu wynika wprost (niemal wprost) z twierdzenia
matematycznego

@ metoda z niezmiennikiem i warunkiem konca petli

o logika Hoare'a
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Przyktad — liczby Fibbonaciego

def fib(n):
if n<=1:
return n

return fib(n—1)+fib(n—2)
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Przyktad — liczby Fibbonaciego

def fib(n):
if n<=1:
return n

return fib(n—1)+fib(n—2)

To wida¢!
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Przyktad — problem plecakowy

Ztodziej dysponuje workiem, ktéry moze pomiesci¢ przedmioty o tacznej
wadze w. W jaki sposéb moze zmaksymalizowa¢ wartos¢ tupu, jezeli ma do
wyboru n rodzajéw przedmiotéw o wagach i wartosciach zadanych ciggami
w;, vj. Liczba dostepnych przedmiotéw kazdego rodzaju jest
nieograniczona.

K(w) — maksymalny tup osiagalny przy pomocy plecaka o pojemnosci w J

Twierdzenie

K(w) = max K(w—w;)+v;

iwi<w

Program obliczajacy K(w) dla kolejnych liczba naturalnych jest banalnie
fatwo napisac.
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Przyktad — flaga polska
|=[random.randint (0,1) for i in range(10)]

a=0
b=len (I)-1

while a<b:
if |[a]==0:
a+=1
elif |[b]==1:
b—=1
else:

I[a],I[b]l=1[b],I[a]

Niezmiennik petli ()

Viealli] = 0AVispl[i] =1Aa< b

N A —(a < b) = tablica uporzadkowana
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Przyktad — flaga polska
|=[random.randint (0,1) for i in range(10)]

a=0
b=len (I)-1

while a<b:
if |[a]==0:
a+=1
elif |[b]==1:
b—=1
else:

I[a],I[b]l=1[b],I[a]

Niezmiennik petli ()

Viealli] = 0AVispl[i] =1Aa< b

N A —(a < b) = tablica uporzadkowana

To jest dowéd czeSciowej poprawnosci.
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Logika Hoare'a
{P}C{Q}

@ P — warunek wstepny
@ @ — warunek koncowy

o C - instrukcja

Powyzszy zapis jest formuta logiczna oznaczajaca, ze jezeli przed
wykonaniem instrukcji C jest spetniony warunek P, to po jej wykonaniu
spetniony jest warunek Q.

Whioskowanie
przestanki oddzielone przecinkami
wniosek )
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Instrukcja pusta

{P} skip {P}

Przypisanie

{PIE/x]} x « E{P}

P[E /x] oznacza warunek P, w ktérym wszystkie wystapienia x zostaty
zastapione przez E.

Przyktady
o {x+1=24}y+ x+1{y =24}
0 {(x+1<N}x+x+1{x<N}
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Instrukcja ztozona

{P}S{Q} {Q} T{R}
{P}S: T{R}

Instrukcja warunkowa

{BAP}S{Q},{-BAP} T{Q}
{P}if B then S else T {Q}

Petla

{PAB}S{P}
{P}while B do S{-B A P}

Ta reguta pozwala wnioskowaé wytacznie poprawnosé czesciowa.
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Petla — petna poprawnos¢

< jest dobrze ufundowanym porzadkiem na D,
PAB =t € DAt nie jest elementem minimalnym,
[PABAt=2z]S[PAt<Z

[P]while B do S[-B A P]

.

t jest licznikiem petli. W przyktadzie z flaga polska mozna wzia¢ t = b — a. |
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Problem stopu

wejsciowych.

Rozstrzygna¢ czy program P zatrzymuje sie dla dowolnych danych
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Problem stopu

Rozstrzygna¢ czy program P zatrzymuje sie dla dowolnych danych
wejsciowych.

Nie istnieje algorytm rozwiazujacy problem stopu.
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Problem stopu

Dowdd

Zatézmy, ze istnieje w petni poprawny program S, ktéry dla dowolnego
programu P i danych D rozstrzyga, czy P uruchomiony na danych D
zatrzymuje sie.

WezZmy program T:

T(P)

1 if S(P,P) = true
2 then loop

3 else stop

Jaki jest rezultat uruchomienia T(T)?
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Klasy ztozonosci obliczeniowej

Dwa rodzaje probleméw
@ Problem decyzyjny — odpowiedz na pytanie “Czy?"
@ Problem optymalizacyjny — odpowiedz na pytanie “lle?”

W analizie ztozonosci obliczeniowej zazwyczaj wystarczy zajmowac sie
problemami decyzyjnymi.

Klasa ztozonosci wielomianowej (P)

Istnieje algorytm o ztozonosci obliczeniowej O(n*) dla pewnego k.

Klasa niedeterministycznej ztozonosci wielomianowej (NP)

Istnieje algorytm o ztozonosci obliczeniowej O(n*) dla pewnego k, ktéry
wymaga podania dodatkowej informacji z wyroczni. W praktyce: da sie w
czasie wielomianowym sprawdzi¢, czy rozwigzanie jest poprawne, o ile sie je
zna.

V
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Strona wyktadu

http://bioexploratorium.pl/wiki/Wstep do_programowania
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